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概要
非粘性軸対称渦崩壊流れ (hollow core vortex) を例として、非平行流の線形安定解析につ
いて議論する。基本流は、上流で一様な軸流を持つランキン渦、下流では hollow core となる
非粘性軸対称渦崩壊後の平行流であり、hollow core の発生点は淀み点となり分岐流線が現れ、













とした [4]. 一方,Keller  J.  J . ら [23, 24] は,Bragg and Hawthorne 方程式 (B‐H 方程式) に基づ
いた解析により,エネルギー損失の無い渦崩壊が可能であることを示し,渦崩壊後はdead water
領域が形成されるとして渦崩壊のモデル化を行った.




と [32] , および,Bachelor の  q‐vortex (外部流の無い後流) でもヘリカルモードが最も不安定とな
ることが,数値解析により示された [10, 38]. また,軸対象モードの渦崩壊では,流れが超臨界か
34
ら亜臨界に遷移すること [4] , ヘリカルモードの渦崩壊は絶対不安定性によって引き起こされ,そ
の振動数は理論から予測されるcetre mode[27] の振動数に近い値となることが示された [39].
さらに,上流端にスワールジェットが存在し,下流に向かって移流する場合の3次元 N‐S 方程
式の数値解析により,レイノルズ数およびスワール数が大きいときに,ヘリカルモードもしくは

























2.1 Hollow core vortex の漸近解
本研究の目的は,hollow core vortex の線形安定性を調べることであるが,二次元流の場合には
離散化による意味のない固有値が多数現れること,また開境界における境界条件の与え方など不
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ここで、  r は円管中心から取った半径方向距離、  r。は渦核半径、  z は流下方向距離、  R は円管半径、
 y=r^{2}/2 、  y=Y_{a} はキャビティ半径を表す。パラメータを整理するために、  r,  z を半径  R 、  \Psi を
 WR^{2} (  W は軸方向流速) で無次元化し、改めて同じ記号  r,  z,  \Psi を用いる。このとき、方位角方
向の渦度方程式は,
  \frac{\partial^{2}\Psi}{\partial z^{2}}+2y\frac{\partial^{2}\Psi}{\partial 
y^{2}}+k^{2}(\Psi-y)=0, k=2S_{qf}, y\equiv\frac{r^{2}}{2} (1)
となる (Bragg and Hawthorne (1950)). ここで、  S_{qf}=R\Omega/W、  \Omega はランキン渦の旋回周波数で
ある。上式は  k=0 , for  r\geq r。とおくと,渦なし流れの基礎方程式で与えられる.また、流速は
循環の保存則および流れ関数の定義式
 rv_{\theta}=C( \Psi) , v_{r}=-\frac{\partial\Psi}{r\partial z}, v_{z}=
\frac{\partial\Psi}{r\partial r} . (2)
より計算される。ここで,  u,  v,  w はそれぞれ  z軸周り,  r 方向,  z 方向の流速,  C(\Psi) は循環で流
線上で一定である.
図1: Coordinate system.
一様な管路における Rankine 渦の渦崩壊時の淀み点  S 周りの漸近解は [23, 24],
 \Psi_{rot}=y\{y-Y_{a}(z)\}^{2}f(y, z) (3)
となる.ここで,  y=Y_{a}(z) はcavity 表面を表す.上式中  y は渦崩壊前の  z 軸上の軸対称流れ,
 (y-Y_{a})^{2} は渦崩壊後の cavity 境界で流速が  0 となる条件を表す.また,  f(y, z) は  y= ㌔で解析
的な関数であり,基礎方程式 (1) から決定される.第一近似では,
 f(z, y) \approx\frac{k^{2}}{2Y_{a}+(dY_{a}/dz)^{2}}\equiv B_{0}(z) (4)
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  \Psi_{irrot}\approx\frac{1}{2}+(y-\frac{1}{2})w_{0}(z) (5)
となる.ここで,  w_{0}(z) は壁面  y=1/2 における  z 方向の流速である.
以上の未知関数  Y_{a}(z),  w_{0}(z) は,渦核と渦なし部の境界  y=Y_{c}(z) における法線方向流速およ
び圧力の連続条件
  \Psi_{irrot}(z, Y_{c})=\Psi_{rot}(z, Y_{c}) , \frac{\partial\Psi_{irrot}}
{\partial y}(z, Y_{c})=\frac{\partial\Psi_{rot}}{\partial y}(z, Y_{c}) ,
 \Psi_{irrot}(z, Y_{c})=\Psi_{c} (6)
から決定される.上式は,未知関数  Y_{a}(z),  w_{0}(z),  Y_{c}(z) に対する3本の微分方程式を与え、整理
すると
 w_{0}= \frac{1-2\Psi_{c}}{1-2Y_{c}} , (7)






 \Lambda\equiv 4k^{2}\Psi_{c}Y_{c}^{4}-4k^{2}\Psi_{c}Y_{c}^{3}+ {  (k^{2}-4)\Psi 。  -1 }  Y_{c}^{2}+4\Psi_{c}(1+\Psi_{c})Y_{c}-3\Psi_{c}^{2} , (11)
となる。ここで、   zarrow-\infty における解を求めるために、  Y_{c}=\Psi_{o}+y。(  \Psi 。  =r_{c}^{2}/2 ) とおき、
 |y_{c}|<<1 として、漸近解析を行うと
  \frac{dy_{c}}{dz}\approx\frac{k}{\sqrt{2}}y_{c}, Y_{a}\approx-\frac{2\Psi_{c}^
{2}(1-2\Psi_{c})}{y_{c}}, w_{0}\approx 1+\frac{2}{1-2\Psi_{c}}y_{c} (12)
が得られる。上式から、  y。  \propto\exp(kz/\sqrt{2}) であり、   zarrow-\infty のとき  y。  arrow 0,   Y_{a}arrow-\infty となる。す
なわち、式(7),(8),(9)から求められる玲は、  z<0 においても定義されており、  z<0 では  Y_{a}<0
となり、また、cavity 半径は  R_{a}=\sqrt{2Y_{a}} より、cavity は  z\geq 0 のみに現れる。







となる。上式から、  k\sqrt{\Psi_{c}}\geq 1 のときにcavity が存在することが分かる。
Fig.2にkr。  =1.5 のときの式 (6) の数値解を示す.図中  R_{a} はcavity の半径であり,  R_{a}=\sqrt{2Y_{a}}
で定義されている.一方で,垢はcavity の  z の定義域で解析関数であり,上流側で負となってい
る.したがって,この解析モデルでは,従属変数として  R_{a} ではなく玲を用いることが,淀み点
の特異性を回避し解析的な解を得る上で重要であることがわかる.
以上の最低次の近似式の解は,渦核半径  r。とスワールパラメータに関係するパラメータ  k が独
立に決定される.一方で,管径が一定の流れに対する運動量保存則に従えば,渦崩壊後に  z に依
存しない解に遷移する場合には,運動量  -p+\rho v_{z}^{2} の断面積分値が保存されるため,  r_{c} に依存し
て  k が決定される (flow force が不変). 最低時の近似解が運動量保存則に適合しない理由は,基
礎式 (1) が  z の2階微分を含むが,最低次の近似式では2階微分を考慮しなかったためと考えられ
る.2階微分を考慮した場合の  B-K 方程式の近似解は,次式を境界条件 (6) に代入することで
与えられる.









主流として、前節で求めた簡単な近似解 (3) および(5) を用いて、安定解析を行う。
3.1 支配方程式及び境界条件
定常流の安定性を調べるため,解を定常解と変動成分の線形和で表わす.
 v_{r}=v_{r0}+\epsilon\^{A}_{r}\exp(i\theta-i\omega t) , (15)
 v_{z}=v_{z0}+\epsilon\^{A}_{z}\exp(i\theta-i\omega t) , (16)
 v_{\theta}=v_{\theta 0}+\epsilon\^{A}_{\theta}\exp(i\theta-i\omega t) , (17)
 p=p_{0}+\epsilon\hat{A}_{p}\exp(i\theta-i\omega t) . (18)
ここで,  \epsilon は摂動パラメータ,  m は周方向波数,  \omega は角周波数である.主流は,式(3) から,
 v_{\theta 0}= \frac{C_{\dot{i}r}}{r}, v_{r0}=-\frac{\partial\Psi_{0}}{r\partial
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図2: Solution of the simplffied equations (6). 流れ関数による表記。
である。ここで、  \Psi_{0}=\Psi_{rot} および  \Psi_{irrot} とおくことで、それぞれの領域における近似解が得られ
る。ただし、  C_{\dot{i}r}=k\Psi_{0} (渦核内),   C_{ir}=k\Psi。(渦核外) である。また、流れ関数を未知数として近
似解を求めたため、  \Psi_{irrot} から計算される方位角方向渦度は  0 とはならない。
流れ関数の定義 (19) にしたがって、流速を計算すると、渦核部では、
 v_{\theta 0}= \frac{k}{8}B_{0}(z)r(r^{2}-2Y_{a}(z))^{2}
 v_{r0}= \frac{1}{8}r(r^{2}-2Y_{a}z)\{(r^{2}-2Y_{a}(z))B_{0}'(z)-4B_{0}(z)Y_{a}'
(z)\}
 v_{z0}= \frac{1}{4}B_{0}(z)(3r^{4}-8r^{2}Y_{a}(z)+4Y_{a}(z)^{2}) (20)
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 v_{\theta 0}= \frac{k\Psi_{c}}{r}





式 (15)  -(18) をオイラーの運動方程式に代入し  \epsilon の1次の項を取り出すことで,変動成分の支配
方程式が得られる.変動成分に対する連続式およびオイラーの運動方程式を,それぞれ第1行およ
び第2行以下に配置し,行列表記すると
  M_{r}\frac{\partial q}{\partial r}+M_{z}\frac{\partial q}{\partial z}+Mq=0 . (22)
 q\equiv t(\hat{A}_{p},\hat{A}_{r},\hat{A}_{z}, \^{A}\theta)
ここで,未知関数  q は,r‐z 座標系における摂動流速の振幅,  t' は行列の転置を意味する.
3.2 界面の境界条件
界面  y= 輪における運動学的条件および圧力の連続条件は、
  \frac{d}{dt}(y-Y_{c})=0,  p_{rot}=p_{irrot} , at  y=Y_{c} (23)
である。ここで、  d/砒は流跡線上の時間変化率
  \frac{d}{dt}\equiv\frac{\partial}{\partial t}+v_{z}\frac{\partial}{\partial z}
+v_{r}\frac{\partial}{\partial r}+v_{\theta}\frac{\partial}{\partial\theta} (24)
で定義される。界面の擾乱を  Y_{cf} とおき、  Y_{c}=Y_{c}+Y_{cf},  Y_{c}=R_{c}^{2}/2 とすると、微小擾乱に対する
方程式は  y=Y_{c} で、
  \frac{\partial Y_{cf}}{\partial t}+v_{Z} , irrot   \frac{\partial Y_{cf}}{\partial z}+\frac{v_{\theta_{\dot{i}}rrot}}{R_{c}}\frac
{\partial Y_{cf}}{\partial\theta}=R_{C}v_{rf} , irrot  +R_{cf}v_{r} , irrot,
  \frac{\partial Y_{cf}}{\partial t}+v_{z,rot\frac{\partial Y_{cf}}{\partial z}}
+\frac{v_{\theta,rot}}{R_{c}}\frac{\partial Y_{cf}}{\partial\theta}=R_{c}v_{rf,
rot}+R_{cf}v_{r,rot},
  \frac{\partial p_{0,irrot}}{\partial r}R_{cf}+p_{f,irrot}=\frac{\partial p_{0,
rot}}{\partial r}R_{cf}+p_{f,rot} (25)
となる。ただし、  Y_{cf}=R_{c}R_{cf} である。上第3式において、本研究では界面では主流は連続して
おり圧力勾配は等しく、結果的に圧力擾乱が連続となる。
cavity 表面の境界条件は、cavity 内で圧力が一定であるとすると、
  \frac{\partial Y_{af}}{\partial t}=R_{a}v_{rf,rot},  p_{f,rot}=0 at  r=R_{a} (26)





べる。ここでの擾乱は、  \exp(im\theta+i\alpha z-i\omega t) に比例する。
まず、   2arrow-\infty における主流解は,  w_{0}(z)=1,   Y_{c}arrow\Psi。  +A\exp(kz/\sqrt{2}) より、
 v_{\theta 0,irrot}= \frac{k\Psi_{c}}{r}, v_{r0,irrot}=0, V_{z0,irrot}=1,
 v_{\theta 0,rot}= \frac{kr}{2}, v_{r0,rot}=0, v_{z0,rot}=1 . (27)
となる。この平行流を持つランキン渦は線形安定であることが示されている。次に、   zarrow\infty では、
 Y_{a}= const.  ,  Y_{c}= const. であり、式(11) で  A=0 とすると耳が得られ、これを式 (7),(8) に代入
すれば、  Y_{a},  w_{0} が決定される。このとき、流速分布は次式で与えられる。
 v_{\theta 0,irrot}= \frac{k\Psi_{c}}{r}, v_{r0,irrot}=0, v_{z0,irrot}=\frac{1-2
\Psi_{c}}{1-2Y_{c}},
 v_{\theta 0,rot}= \frac{k^{3}r(r^{2}-2Y_{a})^{2}}{32Y_{a}}, v_{r0,rot}=0, 
v_{z0,rot}=\frac{k^{2}(3r^{2}-2Y_{a})(r^{2}-2Y_{a})}{16Y_{a}} . (28)
ここで、  Y_{a},  Y_{c},  w_{0} が式 (7),(8) および  A=0 を満たすとき、界面  r=R。において上記の流速は
連続、また、  r=R_{a} で流速が  0 となる。図3に渦崩壊前後の流速分布を示す。
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図3: 渦崩壊前後の平行流域における流速分布  (\tau_{c}=0.2, kr_{c}=2) 。
次に、渦核半径  r。が小さく (  r。  \ll 1 :集中渦の渦崩壊) 、以下のスケーリング則を満たす基本流
の解を求める。
 O(r_{c})=\epsilon^{2}, O(k)=\epsilon^{-2}, O(R_{a})=\epsilon, O(R_{c}-R_{a})=
\epsilon^{3} . (29)
このとき、渦崩壊後の解  R_{a},  R。は、
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, vr0,rot = 0, vz0,rot = 1. (27)
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, vr0,rot = 0, vz0,rot =
k2(3r2 − 2Ya)(r2 − 2Ya)
16Ya
. (28)
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 v_{z} .irrot  =1,  v_{r},irrot=0,  v_{\theta,irrot}= \frac{r_{c}}{2^{1/2}r} . (31)
また、式 (27) および (28) を近似すると、
 v_{z,rot}=1,  v_{r,rot}=0,  v_{\theta,rot}= \frac{r}{2^{1/2}r_{c}} , for   xarrow-\infty . (32)
 v_{z,rot}=n,  v_{r,rot}=0,  v_{\theta,rot}= \frac{r_{c}}{2^{1/2}R_{c}}n^{2},  v_{z,rot}=n for   xarrow\infty , (33)
ただし、  n は  r=R_{a}+(R_{c}-R_{a})n で定義され、  v_{\theta,rot} は、近似の精度内で界面で  v_{\theta,irrot} と連続す
るように  n^{2} の係数を決定した。また、この近似の範囲内では cavity の発生による流速増加は無視





 r^{2}A_{p,rot"}+rA_{p,rot'}+ \{(\frac{k\alpha}{\Omega})^{2}r^{2}-m^{2}\}A_{p}, 
rot=0, \Omega\equiv\omega-\alpha-\frac{k}{2}m , (34)




となる。式 (34) の解は、  r=0 で特異点を持たないという制約条件により、以下のとおりベッセ
ル関数で与えられる。
 A_{p},rot=C_{rot}J_{m}( \beta r), \beta^{2}=\frac{\alpha^{2}(k^{2}-\Omega^{2})}
{\Omega^{2}} . (36)
ここで、  C_{rot} は積分定数である。次に、ポテンシャル流領域における解は、
 r^{2}\Phi"+r\Phi'+(m^{2}+\alpha^{2}r^{2})\Phi=0 , (37)
 A_{p} ,irrot  =i \rho(\Omega+\frac{mk}{2}-\frac{mk\Psi_{c}}{r^{2}})\Phi , (38)
  A_{r,irrot}= \Phi', A_{\theta,irrot}=\frac{im}{r}\Phi, A_{z,irrot}=i\alpha\Phi , (39)
となる。ここでは渦核半径が非常に小さい場合を扱っているため  (r_{c}\ll R_{c}\ll 1) 、式 (37) の基本
解としてはケルビン関数  K_{m}(\alpha r) のみで解を構成し、
 \Phi=C_{\dot{i}rrot}K_{m}(\alpha r) , (40)
42
とおき、波数として  K_{m}(\alpha)\ll 1 を満たすものを対象とする。また、界面条件は、
 A_{r,irrot}(r_{c})=A_{r,rot}(r_{c}) , A_{p,irrot}(r_{c})=A_{p,rot}(r_{c}) , 




渦崩壊前と同一であるため、擾乱方程式の解は式 (37)  -(39) で与えられる。一方で、渦核部の擾
乱方程式は次のようにして解くことができる。(I) 連続式及び  z,  \theta 方向の運動方程式を代数的に解




 +[2\zeta v_{\theta,rot}\{\alpha^{2}r^{2}\eta-\zeta(\Omega+\alpha rv_{z,rot'})\}
+mr\Omega\{-\zeta^{2}\Omega-r\eta\zeta'+\beta(\eta+r\eta')\}]A_{r,rot}=0(42)
ここで、
 A_{z,rot}=i \frac{(\alpha r\eta-\zeta v_{z,rot'})A_{r,rot}+\alpha r^{2}\Omega 
A_{r,rot'}}{\zeta\Omega} , (43)
 A_{\theta,rot}=i \frac{(-\alpha^{2}r^{2}\eta+\zeta(\Omega+\alpha rv_{z,rot'})A_
{r,rot}+m^{2}r\Omega A_{r,rot'}}{m\zeta\Omega} , (44)
 A_{p,rot}=i \frac{r\eta A_{r,rot}+r^{2}\Omega A_{r,rot'}}{\zeta} , (45)
ただし、
  \Omega(r)\equiv\omega-\alpha v_{z,rot}-m\frac{v_{\theta,rot}}{r} , \eta(r)
\equiv\omega-\alpha v_{z,rot}+\alpha rv_{z,rot'}+mv_{\theta,rot'} , (46)
 \zeta(r)\equiv m^{2}+\alpha^{2}r^{2} (47)
である。式(42) は、  \Omega(r)=0,  \tau=r_{cr} のとき  A_{r,rot} の最高階微係数の係数は  0 となり特異性を持
つ。この特異性の程度を調べるために、  A_{r,rot}\propto(r-r_{cr})^{\sigma},  \Omega=(r-r_{cr})\Omega_{1}(r) とおき、式(42) に
代入すると、  \sigma の決定方程式は
 mr^{2}\zeta\Omega_{1}^{2}\sigma(\sigma-1)+m\Omega_{1}\{-2m\zeta v_{\theta,rot}+
r\zeta(\eta+r\Omega_{1})\}\sigma+2\alpha\zeta v_{\theta,rot}(\alpha r\eta-\zeta 
v_{z,rot'})=0 , at  r=r_{cr}
(48)
となる [18] 。上式は  \sigma の二次方程式であり2つの独立解が得られ、その線形和が一般解となる。し
たがって、この特異点は正則である。ここで、  r=R_{a}+n(R_{c}-R_{a}),  0\leq n\leq 1 , とおき、  r から  n
に変数変換すると  n=n_{cr} は  \Omega(r_{cr})=0 より




となる。上式から、すべての  0\leq n_{cr}\leq 1 に対してこのような  \alpha,  \omega が必ず存在することがわかる。
分散関係式の解が上記の方程式の解として実数  n を与える場合には、内部摩擦層 (critical layer)
を考慮し粘性流体を想定した解析が必要となる。
ここでは、不安定モード  (\Im(\omega)>0) を対象とし、このような特異性が現れない場合に渦核部
の解を  n の幕級数で与え、cavity 表面の圧力一定条件および界面における法線方向流速および圧
力の連続条件から分散関係式を求め、近似的に  \Im(\omega)arrow 0 の極限として内部摩擦層の位置を推定
した。図 4は、  m=1 のとき、角振動数  \omega が最初に複素数 (共役複素数) になるときの  \alpha=\alpha_{cr}
および波速  c_{cr}=\omega_{cr}/\alpha_{cr} を示す。この臨界値において、式(49) を満たす  n=n_{cr} を計算すると
 r。  =0.001,0.01,0.1 においてそれぞれ  n_{cr}=0.54,0.78,0.91 となる。以上の結果は渦核における
幕級数を5次まで考慮したものであるが、4次の結果とほとんど変わらないため、特に不安定モー
ドの解析においては渦核部の級数解は収束していると見徹すことができる。内部摩擦層  r=r_{cr} に
おける擾乱が最も不安定となると仮定すると、分散関係式は  \Omega=0、すなわち
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微係数の係数が  0 となる定義域内の点が存在するため境界条件を満たすことができないとして内
部摩擦層 (critical layer) が定義される。未知関数を消去し減らすのではなく、運動方程式から内
部摩擦層がどのように生じるかを見るために、  r\ovalbox{\tt\small REJECT}こ関する微係数で擾乱方程式を整理すると
  \frac{\partial v_{rf}}{\partial r}=-\frac{v_{rf}}{r}-\frac{\partial v_{zf}}
{\partial z}-\frac{\partial v_{\theta f}}{r\partial\theta} , (51)
  \frac{\partial p_{f}}{\partial r}=-\rho(\frac{Dv_{rf}}{Dt}-\frac{dv_{r0}}{dr}
v_{rf}) , (52)
  \frac{D}{Dt}v_{zf}=-\frac{dv_{z0}}{dr}v_{rf}-\frac{\partial p_{f}}
{\rho\partial z} , (53)
  \frac{D}{Dt}v_{\theta f}=-\frac{dv_{\theta 0}}{dr}v_{rf}-\frac{\partial p_{f}}
{\rho r\partial\theta} , (54)
となる。ただし、
  \frac{D}{Dt}\equiv\frac{\partial}{\partial t}+v_{z0}\frac{\partial}{\partial 
z}+\frac{v_{\theta 0}}{r}\frac{\partial}{\partial\theta} (55)
である。式 (53)  ,(54) から  v_{zf},  v_{\theta f} を  v_{rf},  p_{f} で表し、式 (51)  ,(52) に代入すると、未知関数  v_{rf},  p_{f}
に関する一階の常微分方程式系を得る。式(51), (52) は見かけ上、特異性を持たないが、式(53), (54)





安定性について、定常流の流線  (\Psi_{rot}=s^{2}= const.  ) とそれに直交する座標系  (\Phi= const.  ) に
おける擾乱方程式を求めると [49]
  M_{s}\frac{\partial q}{\partial s}+M_{\Phi}\frac{\partial q}{\partial\Phi}+Mq=
0, q\equiv t(A_{p}, A_{s}, A_{\Phi}, A_{\theta}) (56)
となる。ここで,未知関数  q は,   s-\Phi 座標系における摂動流速の振幅 (擾乱は  \exp i(m\theta-\omega t) に
比例すると仮定) ,  \prime t' は行列の転置を意味する.また,式(56) の係数行列は次式で与えられる.
 M_{s}=  \{\begin{array}{llll}
0   \frac{1}{h_{s}}   0   0
\frac{1}{\rho h_{s}}   0   0   0
0   0   0   0
0   0   0   0
\end{array}\} ,  M_{\Phi}=  \{\begin{array}{llll}
0   0   \frac{1}{h_{\Phi}}   0
0   \frac{u_{\Phi 0}}{h_{\Phi}}   0   0
\frac{1}{\rho h_{\Phi}}   0   \frac{u_{\Phi 0}}{h_{\Phi}}   0
0   0   0   \frac{u_{\Phi 0}}{h_{\Phi}}
\end{array}\} (57)
また,
 M=\{i\frac{m}{\rho h_{\theta}}000   i\frac{m\tilde{u}}{h}\frac{h_{\theta})\frac
{h_{\theta}\partial h_{s}}{\partial\Phi}u_{\Phi 0}}{u_{\Phi o)},u_{\theta 0})
h_{s}h_{\Phi}}\frac{\frac{\frac{\partial}{\partial s}(h_{\Phi}}{\frac{\theta}{}
\partial\partial s(h_{\Phi}\theta 0h_{s}h_{\Phi}+}}{\frac{\frac{\partial}




2\frac{s_{\partial h_{\Phi}}h_{\Phi}}{\partial s}u_{\Phi 0}(h_{\theta}h_{s})}{h_
{s}h_{\Phi}}}   i\frac{m\overline{u}_{\theta 0}}{h_{\theta}},.




 h_{s}=|( \frac{\partial r}{\partial s}, \frac{\partial z}{\partial s})|, 
h_{\Phi}=|(\frac{\partial r}{\partial\Phi}, \frac{\partial z}{\partial\Phi})|, 
h_{\theta}=r,
  \vec{e}_{s}=\frac{(\frac{\partial r}{\partial s},\frac{\partial z}{\partial s}
)}{h_{s}}, \vec{e}_{\Phi}=\frac{(\frac{\partial r}{\partial\Phi},\frac{\partial 
z}{\partial\Phi})}{h_{\Phi}} , (59)
で与えられ、定常流の解 (3) , (4) から計算される。ただし、
  \~{u}\theta 0=u_{\theta 0}-\frac{h_{\theta}\omega}{m} (60)
および、座標変換のパラメータ  \Phi に関する関数形は亀と  \vec{e}_{\Phi} が直交するように選ばれる必要があ
る。境界条件は  s=s_{1},  s_{2} で課されるため、式(56) の第一  \ovalbox{\tt\small REJECT} 第二行目は  A_{p},  A_{s} の決定方程式とな
る。また、第三、第四行目は  A_{\Phi},  A_{\theta} を  A_{p},  A_{s} の関数として決定するための方程式であり、次式
で与えられる。
 u_{\Phi 0\frac{\partial A_{\Phi}}{h_{\Phi}\partial\Phi}}+(i m\frac{\tilde{u}
_{\theta 0}}{h_{\theta}}+\frac{\partial u_{\Phi 0}}{h_{\Phi}\partial\Phi})
A_{\Phi}+2\frac{\partial h_{\theta}}{h_{\Phi}\partial\Phi}\frac{u_{\theta 0}}{h_
{\theta}}A_{\theta}=F_{3} (61)
 u_{\Phi 0\frac{\partial A_{\theta}}{h_{\Phi}\partial\Phi}}+(i m\frac{\tilde{u}_
{\theta 0}}{h_{\theta}}+\frac{\partial u_{\Phi 0}}{h_{\Phi}\partial\Phi})
A_{\theta}=F_{4} (62)
ここで、  F_{3},  F_{4} は  A_{p},  A_{s} の線形項を表わす。また、定常流の循環の保存則  \partial(h_{\theta}u_{\theta 0})/\partial\Phi=0 を用
いた。上第二式が可解のとき第一式も可解となるため、内部摩擦層は、第二式から  A_{\theta} が一意的に
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